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Resume. Dans cet article on etudie le concept d' algebre a homotopie pres pour une struc- 
ture definie par deux operations X et <>■ Des exemples importants d'une telle structure sont 
ceux des algebres pre-Gerstenhaber et pre-Poisson. Etant donnee une structure d' algebre 
pre-commutative et pre-Lie graduee pour deux decalages des degres donnes par a et b, 
on definit la structure d'une pre-(a, 6)-algebre et on donne une construction explicite de 
F algebre a homotopie pres associee. 



Abstract. 

We study in this article the concept of algebra up to homotopy for a structure defined by two ope- 
rations X and 0- Important examples of such structure are those of pre-Gerstenhaber and pre-Poisson 
algebras. 

Given a structure of pre-commutative and pre-Lie algebra for two shifts of degree given by a and 
b, we define the structure of a pre-(a, 6)-algebra and we give an explicit construction of the associated 
algebra up to homotopy 



1. Introduction 

Soit A une algebre munie d'une operation m (m est associative, ou commutative, ou 
Lie...). On dira juste que A est une P-algebre ou une algebre d'operade V (V est Ass ou 
Com ou Lie...). Dans beaucoup de cas, on sait definir la notion d'algebre d'operade V 
a homotopie pres de A. Precisement, si A est une P-algebre, on lui associe canonique- 
ment une cogebre graduee (C(A), A). Une structure de P-algebre a homotopie pres sur 
A est equivalente a la donnee d'une coderivation Q : (C(A), A) — y (C(A), A) de degre 
1 et de carre nul (c'est a dire que Q est une codifferentielle). La cogebre codifferentielle 
(C(A), A, Q) est appelee la P-algebre a homotopie pres de A. Cette algebre donne natu- 
rellement les complexes d'homologie et de cohomologie associes a ce type d'algebre pour 
A et ses modules (voir HAACI . del ). Par exemple, si A est une Lie-algebre, alors on sait 
construire 1' algebre de Lie a homotopie pres associee et retrouver l'homologie et la coho- 
mologie de Chevalley-Eilenberg (des algebres de Lie). 



Lorsque A possede deux operations avec des relations de compatibilite, la construction 
de 1' algebre a homotopie pres enveloppante correpondante est plus difficile. On peut citer 
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dans ce cadre les (a, 6)-algebres (voir [AJ). En particulier une (0, 0)-algebre est une algebre 
de Poisson graduee et une (0, — l)-algebre est une algebre de Gerstenhaber. 

Un autre exemple d' algebre a deux operations est 1' algebre pre-Gerstenhaber a droite 
(G,X,0) definie dans HAAC2I par : 

- (Q, X) est une algebre de Zinbiel a droite graduee, | X \ = 0. 

- (£[1], 0) est une algebre pre-Lie a droite graduee, |0| = — 1. 

- Les relations de compatibility entre X et <0 sont : 



Rappelons qu'une algebre pre-Lie est un espace vectoriel V muni d'une loi telle que 
son antisymetrisee est une loi d' algebre de Lie. II existe done une notion d' algebre pre-Lie 
a homotopie pres (" HChLIO . De meme, une algebre pre-commutative, appelee aussi algebre 
de Zinbiel est equippee d'un produit X, dont le symetrise est associatif et commutatif. II 
existe done une notion d'algebre de Zinbiel a homotopie pres ( ULivlO . 

Remarquons que si (Q, X, 0) est une algebre pre-Gerstenhaber, alors si on symetrise X 
et on antisymetrise 0, on obtient une algebre de Gerstenhaber. 

Le present travail consiste a unifier les constructions d'algebre a homotopie pres dans 
les cas des algebres pre-Poisson et des algebres pre-Gerstenhaber, ce qui nous permet de 
definir la structure d'une pre- (a, b) -algebre a homotopie pres. Disons qu'une pre-(a,6)- 
algebre est un espace vectoriel gradue A muni de deux produits X de degre a G Z ( | X \ — a) 
et de degre b G Z (|0| = b) tel que (A[— a], x) est une algebre de Zinbiel graduee et 
(A[— b], 0) est une algebre pre-Lie graduee. Ces deux produits verifient des relations de 
compatibilite entre eux donnees par : 



Si on pose [a,0\ = aO/3-(-l) (|a|+6)(l/3|+fc) /3C>aeta./3 = aX(3+(-lY^ +a ^ +a ^ Xa, 
on obtient que (^4, ., [ , ]) est une (a, 6)-algebre. 



Dans le cas ou a = et b = — 1, on retrouve les algebres pre-Gerstenhaber et dans le 
cas ou a = b = 0, on trouve une algebre qu'il est naturel d'appeler algebre pre-Poisson 
graduees. 



a X (0Oi) 
«0(/3 X 7) 
(«0/3) X 7 



(_1)(I/>|-I)(l7|-U a X ( 7 0^) 

(«0/3) X 7 

(-1) (IM|T| («A 7)0/3. 



a X (P<yy) 
a0(J3 X 7) 
(aOP) X 7 



(aOp) X 7 

(-l)(l^l+ b )(M+ a )( Q JL 7)0)3- 
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2. Generalites 

Soit V = © ngZ V n un espace vectoriel Z gradue. Le degre d'un element homogene x 
dans V est note |x|. On notera T + (V) l'espace n>o 0™ ^> gradue par \x\ <8) • • • ® x n \ = 

|^l| — l~~ " " " ~~ l~~ | • 

Definition 2.1. 

1 ) Une algebre graduee est un espace vectoriel gradue V muni d'une application bilineaire 
m : V ® V — > V de degre (\m\ = 0) c'est a dire : 

m(Vi ® Fj) c V i+ j. 

2) Une derivation d de 1' algebre (V, m) est une application verifiant : 

d o m = m o (d £g> id + id® d). 
Si d est de degre 1 et d 2 = 0, on dit que d est une differentielle de (V, m). 

Definition 2.2. 

1) Une cogebre graduee est un espace vectoriel gradue C muni d'une application lineaire 
A : C — > C ®C dite comultiplication de C verifiant : 

AC k C C i ® C i 

i+j=k 

2) Une coderivation Q de la cogebre (C, A) est une application verifiant : 

A o Q = (Q g> id + id ® Q) o A. 

5z Q est «ie Je^re 1 Q 2 = 0, on JiY que Q est une codifferentielle de (C, A). Dans cas, 
on JzY ai/e (C,A,Q) est une cogebre codifferentielle. 

Par definition, l'espace V[l] est le meme espace que V, mais avec un decalage du degre : 
le degre d'un element homogene x dans V[l] note deg(x) devient deg(x) — \x\ — 1. 

Les bonnes structures algebriques sont des lois associees a une operade quadratique V 
([GK]). En effet, si V est un espace vectoriel gradue, on peut dans ce cas construire la 
cogebre colibre (W, A) sur l'operade duale V x engendre par le decale V[l) de V. 

Dans cette situation, dire qu'une loi m : V <g> V — > V de degre est une structure de 
type V, c'est dire que sa decalee m' : V[l] <8> V[l] — > V[l] est bilineaire, de degre 1 et 
verifie les symetries associees a l'operade V 1 , done est prolongeable de fa§on unique en 
une coderivation Q de (W, A) et la loi m verifie les axiomes de la structure si et seulement 
si, Q verifie 1' equation de structure [Q,Q] = 2Q 2 = 0. 
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Toujours dans ce cas, on parlera de V^, algebre ou d'algebre a homotopie pres pour toute 
cogebre codifferentielle (W, A, Q) correspondante a (W, A). 

Definition 2.3. llGKl 

Une structure de algebre sur un espace vectoriel V est definie par la donnee d'une 
codifferentielle Q sur la V 1 -cogebre (W, A) construite a partir de V. 

En particulier, si (V, m, d) est une algebre differentielle, on peut prolonger d + m! en 
une unique coderivation Q de degre 1 de (W, A) telle que Q 2 = 0, c'est a dire (W, A, Q) 
est une Voo algebre. Decrivons quelques exemples. 

3. LES (a, 6)-ALGEBRES A HOMOTOPIE PRES 

Cette section consiste a unifier les constructions d'algebre a homotopie pres dans les cas 
des algebres de Poisson et des algebres de Gerstenhaber, ce qui nous permet de definir la 
structure d'une (a, 6)-algebre a homotopie pres. 

3.1. Definitions et notations. 
Definition 3.1. 

Considerons un espace vectoriel A gradue. Le degre d'un element homogene a de A 
est note \a\. Soient a,b G Z, Vespace A est muni d'un produit . de degre a (\.\ = a) et 

d'un crochet [ , ) de degre b (\ [ , ]\ = b) tel que [a\— a] , . j est une algebre commutative et 

associative graduee et (^A[—b] , [ , ] j est une algebre de Lie graduee. De plus, V application 

lineaire ad : A[— b] — > Ver (a[— a], . j ; a i — > ad a est telle que ad a soit une derivation 
graduee pour le produit .. 

On dit que ^A, ., [ , ] j est une (a, b)-algebre graduee. Pour tout a, (3, 7 G A, on a les 
proprietes suivantes : 

(i) a. (3 = (-l)(l°l+ a )(l^l+ a )/3.Q;, 

(ii) a. (£.7) = (a./3).y, 

(iii) [a,p] = -(-l)(H+ fe )^l +fc )[/3,a], 

(iv) (-l)(M+ 6 )(M+&)[[ a) 7 ] + [[/?, 7], «] 

+ (_l)(H+6)(l/3|+6)[[ 7)Q ,] )/3 ] =0) 
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(v) [ a ,0. 7 ] = [«,/3]. 7 + (-l)^l +a )d a l+ 6 )/?.[a, 7 ] 

qui s'ecrit encore [a./3, 7 ] = <*.[£, 7] + (-l) (l/3|+a)(l7l+f>) [a, 7 ]./3. 

De p/ws, si on a une differentielle d : A[— a] — > A[— a + 1] I ou d:A[-b] -^A[-b+l]) 
de degre 1 verifiant d o d = , 

d(a./3) = da.(3 + (-l) H +<W/3 etd([a,/3}) = [da, (3} + (-l) |a|+6 [«, dp], 

on dira que (^A, .,[ , ],d^ est une (a, b)-algebre differentielle graduee. 

On utilise un decalage pour homogeneiser le produit et la differentielle. On considere 
l'espace A[— a + 1] muni de la graduation dg(a) = \a\ + a — 1 que Ton note simplement 
par a. Sur A[— a + 1], le produit . n'est plus commutatif et le crochet [ , ] n'est plus 
antisymetrique. On construit, done, un nouveau produit ji sur A[— a + 1] = A[— a] [1] de 
degre 1 defini par 

n(a,/3) = (-l) La a./3 
et un nouveau crochet £ sur A[— a + 1] = A[— b] [b — a + 1] de degre b — a + 1 defini par 

£(a,p) = (-l) (6 ~ a+1) ->,/?]- 

Et on a 

(i) M«,/?) = -(-l) a/ V(/?,a), 

(ii) n (n(a, 0), 7 ) = -(-1)> (a, n(f3, 7 )), 

(iiiKK/?) = -(-l) 6 - a+1 (-l) Q ^(/3,c*), 

(iv) (-l)^(a, /?), 7 ) + (-l)**l(t(0, 7 ), a) + (-1 W( 7 , «),/?) = 0, 

(v) 7 )) = (-l)«+ 6 -°+VWa, /?), 7) + (-l)( Q+6 - a+1 ^ +1 V(A 7 )), 
ou encore 

£(a, »(/3, 7 )) = (-l)^ 1 )^ 1 ^", 7 )) + 7 ), /?). 

De plus, d reste encore une derivation pour /j, et £, elle verifie : 

d(/x(a, /?)) = -^(da, /?) + (-l) a+ V(«, d£) 
et d(^(a, /?)) = {-l) b ~ a+1 £{da, (3) + (-l) a+b - a+1 £(a, d(3). 

3.2. Extension de la multiplication et du crochet a la cogebre de Lie codifferentielle. 

On considere l'espace A[— a + 1] muni du degre deg(a) = \ct\ — 1 = a. Une permutation 
a E S p+q (p, q > 1) est dite un (p, g)-shuffle si elle verifie : 

cr(l) < • • • < a(p) et a(p+ 1) < • • • < a(p + q). 
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On note Sh(p, q) l'ensemble des (p, g)-shuffles. 
On note aussi 

S a [a^ ... a in ) = E a {a) 

la signature de la permutation a = ( ^ ;;; £ ), en tenant compte des degres de atj, autrement 
dit, e a est l'unique morphisme de S n dans K tel que e a ((i, j)) = (— l) aia J . 

On definit ensuite le produit shuffle sur + A[—a + 1] par : 

sh P) g(ai ® ... <g) a p ,a p+1 <g) ... <g) a p+q ) = ^ e Q (cr _1 )a CT -i (1) <g> ... <8> a CT -i (p+(? ). 

aeSh(p,q) 

On definit alors l'espace quotient 

« = + 1] = '^V^,,*,!. 

n>l 

Pour X = ai® . . . ®a n G le degre dg(X) — ai H h a n note simplement par x. 

Sur cet espace, on definit un cocrochet 5 de degre par : 

n— 1 



u(g)V-(-iy u v(g)U. 



u®v=x 



On prolonge \x et d a "H comme des coderivations ^ et di de 5 de degre 1 en posant : 

d l (a 1 ®...®a n )= (-l) El<fcQl ai® • • .8>d(a fe )® • • -®a n 



l<fc<n 

et 

. . .®a„) = (-l) E *<fc ai ai<g> . . . ®ju(a fc , a fc+ i)® . . .®a n . 

l<k<n 

Alors, 

(/ii ® id + id ® fa) o 5 = 5 o Hi, Hi = 0, (di ® id + id ® di) o 5 = 5 o di et d% = 0. 
(Voir BAACin 

En posant Di = d, D 2 = /i, D k = 0, si k > 3 et 

£)(«!<§) . . . <g>a n ) = 
2J (— l)^*<i ^c^® . . . <8atj&D r (aj +1 <8 . . . ®a j+r )®a j+r+ i® . . . ®a n . 

l<r<n 
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Alors, D — di+ pLi est l'unique coderivation de 5 de degre 1 qui prolonge d et [i a H. 
Elle verifie 

D o D = et (D ® id + id® D) o 8 = 5 o D. 

On obtient que (H, 8, D) est une cogebre de Lie codifferentielle, done, e'est une al- 
gebre. 

On prolonge, ensuite, le crochet £ a 7i. 
Proposition 3.2. 

Sur H, il existe un unique "crochet" £ 2 , de degre b — a + 1, verifiant : 

(3.1) 5o£ 2 = (£ 2 ®id) o (r 23 o (5 <g) id) + id <g) 5) + (id®£ 2 ) o (5 <g> «d + Ti 2 o (id<g)<5)). 
Ce crochet est defini pour X = ai® . . . ®a p etY — a p+ i® . . . ®a p+q par : 

£ 2 (X,Y)= £a(^ _1 )(-l) (6_a+1)Es<fcaCT - 1(s) x 

<reSh(p,9) 

fc,<T- 1 (fc)<p<CT- 1 (fc+l) 

X "(7-1(1)® • • ■®^(aa-l(fc)> a <r- 1 (fc+l))® • • • 

3.3. Algebre de Lie differentielle graduee associee a une (a, fe) -algebre differentielle. 

On considere, maintenant, l'espace H[a — b — 1] muni de la graduation dg'(X) = 
dg(X) — a + b + 1 note simplement par pour X e "H[a — 6 — 1]. On pose ^0 — 
(_l)(«-b-i)d9'(^)£ 2 (X,F). Alors, le crochet £' 2 est de degre dans H[a - b - 1] et la 
differentielle D reste de degre 1. Et on a 

Proposition 3.3. 

L'espace % [a — b — 1], muni du crochet £ 2 et de la differentielle D est une algebre de 
Lie differentielle graduee : Pour tout X, Y et Z del-L[a — b — 1], on a : 

(i) e' 2 (x,Y) = -(-ify'£' 2 (Y,x), 

(ii) (-iy'*'£ 2 (£> 2 (x,Y),z) + (-if*'e' 2 (e' 2 (Y,z),x) 

+ (-iy'y'£' 2 (e' 2 (z,x),Y^=o, 

(iii) D(£' 2 (X,Y)) =%(D(X),Y)+(-lf4(x,D(Yj). 

3.4. La Loo algebre S + {H[a - b]). 

Dans le paragraphe precedent, on a montre que {%[a — b — 1], £ 2 , D^j est une algebre de 
Lie differentielle graduee. On considere l'espace %[a — b] muni de la graduation 

dg"(X) = dg'(X) - 1 = dg(X) - a + b := x" , pour tout X e %[a - 6]. 

On voudrait construire la cogebre cocommutative coassociative (S + (H[a — &]), A), ou 
^("Hfa — b]) = n>1 iS n (7^[a — b]) et A est son coproduit qui est de degre et defini 
par : 
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VX\ . . . X n G S n (U[a-b}), 

A(x 1 ...x n )= v( O 1 ;;'; !-V/(g).v,. 

JUJ={l,...n} 
#I,*J>0 

Le crochet £ 2 etait antisymetrique de degre sur H[a — b — 1]. Comme Ton veut une co- 
derivation de degre 1 pour A, on pose £ 2 (X, Y) = (—1) X "£' 2 (X, Y) qui est une application 
symetrique sur H [a — b] de degre 1 . On a 

Proposition 3.4. 

Pour tout X, Y, Z G "H[a — b], on a : 

(i) i' 2 \x,Y) = (-iy"y"i' 2 \Y,x), 

(ii) (-i)^"f 2 '(f 2 '(x,y),z) + (-i)y"*"i>>(e 2 \Y,z),x) 

+ (-ir"y"£' 2 \£' 2 \z,x),Y) = o, 

(iii) D(£' 2 \X,Y)) = -£»{D(X),Y) + (—l) 1+x " £' 2 (X, D(Y)). 

On prolonge £ 2 a S + (H[a — b]) de facon unique comme une coderivation £" de A de 
degre 1 en posant : 

£"{X 1 ...X n ) = Y^ £x» ( XiX *xi%.x n ) %( x i> x i) x i ...ij...X n . 

i<j 

En utilisant l'identite de Jacobi, on peut verifier que £" o £" — 0. 

On prolonge, aussi, la differentielle D k S + ('H[a — b]) comme l'unique coderivation m 
de A toujours de degre 1 en posant : 

n 

miX, ...X„) Yl (.JIIJ /XV,). A, . . .?. ..X n . 

i=i 

Elle verifie m o m = 0. 

On pose Q = m + ou Qi = D,Q 2 = £%, Qk = 0, si k > 3 et 

£x" ( X/x/ 

>)Q #I (Xr).Xj. 

/UJ={l,...,n} 

Mors, Q verifie Q 2 = et (Q <g> id + id <g> Q) o A = A o Q. 

Done, le complexe (S + (H[a — b]), A, Q) est une cogebre cocommuative coassociative 
et codifferentielle, e'est a dire une algebre. 
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3.5. La algebre S+(U[a -b}). 

L'espace {%, 8, D) etant une cogebre de Lie codifferentielle, on definit un cocrochet 8" 
de degre a — b sur H [a — b] par : 

8"(X)= (-l) (a - b)u " (u(g)V+(-lf' v '' +a - b+1 V(g)U^ . 

u®v=x 

On prolonge 8" a S + (H[a — b]) par : 

8"(X 1 ...X n ) = £ *" (™") E (-l) (a - b)W ' +<) x 

l<s<n £/s®Vs=X s 
/UJ={l,...,n}\{s} t/ s ,V s ^0 

x (X 7 .C/ S (g) V s .Xj + (-l)« +a - 6+1 X 7 .K (g) /7 s .Xj) , 

qui s'ecrit encore 

8"(X 1 ...X n )= (-l) E ^ (a " 6) < (-l) (a " 6K 'x 

l<s<n Us®Vs=X s 
IUJ={l,...,n}\{s} U S ,V S ^9 

X ^£rr» ( x^u's'vsXj ) Xj.U s (g) flV s .Xj + ( — 1)° b+1 £ x " ( i/^V'u^j ) ^/•A 1 ^ (g) U s .Xj^j , 

avec 

^" U/ u s v s xj ) - £x" U/ ^ J l£J !£I • 

Alors, 8" est un cocrochet sur S + (H[a — b]) de degre a — 6. En notant r" la volte dans 

S + (H[a -b]), 8" verifie: 

Proposition 3.5. 

%) t" o 8" = — (—l) a ~ h 8" : 8" est (a — b)-coantisymetrique, 

ii) (id® z + r" 2 o t 23 + t 23 o rf 2 j o (5" ® zd) o 8" = : identite de coJacobi, 
Hi) (id <g> A) o 5" = (5" ®jrf)oA + r" 2 («d <S> 5") A : identite de coLeibniz. 

Ainsi (S' + ('H[a — 6]), 5") est une cogebre de Lie. On montre qu'avec Q = m + I", elle 
est codifferentielle. 

Proposition 3.6. 

m sont des coderivations de 8" de degre 1, z7s verifient : 

(i) (m (g) id + id (g) m) o 8" = (-l) a - b 8" o m. 

(ii) (f ®id + id® I") o 8" = (-l) a ~ b S" o f . 

Alors, le complexe (S + (H[a — b]), 8", Q) est une cogebre de Lie codifferentielle graduee, 
done, e'est aussi une algebre. 

Enfin, le cocrochet 8" et le coproduit A verifient 1' identite de coLeibniz : 

(id ® A) o 8" = (8" <g> id) o A + r" 2 o (id <g> 8") o A. 
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Alors, (^S + (%[a — b] V A, 5", Qj est une bicogebre codifferentielle graduee. 
Definition 3.7. 

Une (a, b) -algebre a homotopie pres sur un espace vectoriel gradue V est definie par la 
donnee d'une codifferentielle Q, de degre 1 et de carre nul sur la bicogebre 



(s+((®V[-a+l])[a-^,A,5" 



En particulier, si A est une (a, b)-algebre differentielle. Alors, la bicogebre colibre et co- 
differentielle 

(c(A) = S + (((g) + ^[-a + 1]) [a - b]j , A, 5", Q = £" + 

est la (a, b)-algebre a homotopie pres enveloppante de A. 
Remarque 3.8. 

- Dans le cas ou a = 0, b = —letAest une algebre de Gerstenhaber differentielle, on 
retrouve 1' algebre de Gerstenhaber a homotopie pres enveloppante de A : 



(s+(((&A[l})[l}),A,5",Q = l" + 



rn 



- Dans le cas ou a = b = et A est une algebre de Poisson differentielle grduee, on 
retrouve le complexe de V algebre de Poisson a homotopie pres enveloppante de A : 



{s + {^) + A[l\),A,5'\Q = t + m^ . 



Cette construction generalise celle des algebres de Gerstenhaber et de Poisson a homo- 
topie pres. 

4. Les algebres pre-Lie et pre-commutatives a homotopie pres 

4.1. Les algebres pre-Lie a homotopie pres. 

La notion d'algebre pre-Lie a ete etudiee par Livernet et Chapoton ( ULivllChLlO . Une loi 
pre-Lie est une loi binaire dont Tantisymetrise est un crochet de Lie. Plus precisement : 

Definition 4.1. 

Une algebre pre-Lie (a droite) graduee (V, o) est un espace gradue V muni d'un produit 
o de degre verifiant : 

Vx, y, z G V, (x o y) o z — x o (y o z) = (— l)^! 2 ! ((x o z) oy — x o (zo yj). 

Si de plus, d : V — > V est une differentielle de degre 1 telle que 

d(x oy) = dx o y + (— l) L ' x ''x o dy, 
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on dira que (V, o, d) est une algebre pre-Lie differentielle graduee. 
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Cette structure est associee a une operade quadratique, l'operade preLie. L'operade 
duale, determinee par HChli . est l'operade permutative : preLie 1 = Perm. 

Rappelons qu'une algebre permutative (a droite) (V, .) est un espace gradue V muni d'un 
produit . de degre 0, verifiant : 

Vx,y,z G V, x.(y.z) = (— iy y ^x.(z.y) = (x.y).z. 

Definition 4.2. 

Une preLie -cogebre (ou cogebre permutative) est un espace vectoriel gradue C muni 
d'une comultiplication A : C — > C ®C de degre verifiant : 

{id ® A) o A = r 23 o (id, <g> A) o A = (A <g> id) o A. 
Proposition 4.3. ICED 

Si V un espace vectoriel gradue. Alors la cogebre permutative colibre associee a V[l] 
est (v[l] <g> S(V[1]), A J ou A est defini par A(x <g> 1) = et : 

A(x <3)Xi ...x n )= 2j e x (a)x <gi(x ff (i) . . . x a ( k )) z<T(ft+i)®(za(fc+2) . . . x a ( n )). 

0<fc<n-l 
a£Shk,i, n -k-i 

(Ici, Shk,i, n -k-i est V ensemble des permutations a de S n telles que <r(l) < ■ • ■ < a(k) et 
a(k + 2) < • ■ ■ < a(n)). 

Remarque 4.4. 

Identifions S n+1 (V[l}) avec un sous espace de V[l] <S> S n (V[l)) en posant 

X ...X n = 22 £ x{ a ~ l ) X <r(0) ® X v(l) ■ ■ ■ X °(n) 

On a alors : 

A(X ® X! . . . X n ) = £x(x)- x" J )( y X O ®X I )0Xj 

IUJ={l,...,n} 

= x §Qx l ...x n + x ® A'(xi ...x n ) 

ou A'(xi . . . x n ) est le coproduit de la cogebre cocommutative colibre S + (V\\\). 
II est alors clair que A(x . . . x n ) = A'(xq . . . x n ). 

Definition 4.5. 
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Une preL^ algebre estune cogebre permutative codifferentielle \ V[l]g)S(V[l]) , A, QJ 
telle que Q est une coderivation de A de degre 1 et Q 2 = 0. 

Proposition 4.6. [ChL] 

Soit (V,0,d) une algebre pre-Lie differentielle graduee. On pose 

Q 1 (x) = dx, Q 2 {x 1 ® x 2 ) = {-l) Xl x 1 ox 2 , Q k = 0yk>3 

et 

n 

Q(x ®x l ...x n ) = QiOo) ®xi...x n + (—l) x ° ^(-1)^^X0 <g> xi . . . Qi(x k ) . . . x n + 

k=l 

+ ^ £ x{<r)Q2(X0 <S> X„( X )) ® X a(2) ■ ■ ■ Xa(n) + 

+ (-l) x ° ^ £ x{v)xo ® Qi{x<j(i) ® ac ff (2))-a:<T(3) • • -^(n)- 

Alors, [y[l] <g> S(V[1\), A, Q \ est une preL^ algebre dite la preL^ algebre envelop- 
pante de (V, o, d). 

4.2. Les algebres pre-commutative (ou de Zinbiel) a homotopie pres. 

Une loi d' algebre pre-commutative, ou d'algebre de Zinbiel, est une loi binaire dont le 
symetrise est une loi commutative et associative. Plus precisement : 

Definition 4.7. iCTIEIvl 

On dit que (V, X,d) est une algebre de Zinbiel (ou pre-commutative) a droite, diffe- 
rentielle et graduee si V est un espace gradue muni d'un produit X de degre et d'une 
differentielle d de degre 1 verifiant : 

- Vac, y, z e V, (x X y) X z = x X (y X z) + (-l)lvll*la: X (z X y), 

- Vx, y E V, d(x Xy) = dx X y + (— l)^x X dy. 

Cette structure est associee a une operade quadratique, l'operade Zinb. L'operade duale, 
determinee par ULlULivi est l'operade Leibniz : Zinb 1 = Leib. 

Rappelons qu'une algebre de Leibniz (a droite) (V, [ , ]) est un espace gradue V muni 
d'un crochet [ , ] de degre verifiant : 

Vx, y,z E V, [[x, y},z} = [x, [y, z}] + (-l)^!^, z ], y ]. 
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Definition 4.8. llLlyl 

Une Zinb 1 -cogebre ou cogebre de Leibniz est un espace vectoriel gradue C muni d'une 
comultiplication 5 : C — > C ®C de degre verifiant : 

(id ® 6) o 5 = (d ®id — r 23 o (5 Cg) id) \ o 5. 
La cogebre de Leibniz colibre engendree par V[l] est donnee par : 

Proposition 4.9. ULivl 

Soit V un espace vectoriel gradue. Alors la cogebre de Leibniz colibre graduee engen- 
dree par V[l) est (T + (V[1]), S) ou S est defini par : 

l<fc<n-l 

les fij sont definis par recurrence ainsi : \i\ = id, et, si r n est le cycle (1, . . . , n) de S n , 

yUn+i = ^ n ®id- (fi n ® id) o r~l x . 
(Comme pour la volte, 1' action des p,j sur les produits tensoriels est signee). 

On peut montrer par recurrence : 



Lemme 4.10. 

Pour tout p, q positif, 



l^p+q ° Shp,q — 0. 



Definition 4.11. 

Une structure de algebre est la donnee d'une cogebre de Leibniz codifferentielle 
T + {V [1]), S, Q ) telle que Q est une coderivation de 5 de degre 1 et de carre nul. 



Proposition 4.12. ULivl 

Soit (V, X, d) une algebre de Zinbiel differentielle graduee. On pose 

Qx(x) = dx, Q 2 (x ® y) = (-l) x x Xy, Q k = 0, VA; > 3, 
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et 

n 

Q{xi <g) • • • g) x n ) = ^2(-l)^< k ' Xt xi <g> ... <g> x k ~i ® Qi(x k ) <g) x k+ i • • • g) x n + 

k=l 

+ Q2{xi g X 2 ) g> X 3 <g> • • • g £ n + 

n-1 

+ ^(-l) E *< fc Bl xi <8) • • • g Q 2 ° ^2(2* g ajfc+i) g • • • g> x n . 

k=2 

Alors, (t + (V[1]), 5, Q^j est une algebre appelee la algebre enveloppante de (V, A, d). 

5. LES PRE- (a, 6)-ALGEBRES 

Definition 5.1. 

Solent A un espace vectoriel gradue et a,b G Z. On munlt Vespace A d'un prodult X 
de degre a (\ X \ = a) et d'un prodult de degre b (|0| = b) tel que (A[— a], X j solt une 

algebre pre-commutative graduee et yA[—b], Cm solt une algebre pre-Lle graduee. C'est 
a dire : 

(a A /?) A 7 = a A (/3 A 7) + (-l)(^l+ a )(H+») a a (7 A (3), 

(a0/3)07 - «0(/307) = (-l) m+b ^ +b) ((a0 7 )0/3 - a0( 7 0/?)) . 
De plus, les prodults X et verlfient les relations de compatlbllltes sulvantes : 

a X (/3O7) = (-l)^l+ 6 )(H +6 )a A ( 7 0/3) 

a0(^ A 7) = (aOP) A 7 

(aO/3) A 7 = (-l)(l/ 3 l+ b )(H+-)( a A 7 )<>/3. 

On dzra gwe (A, X, 0) e-rt wne pre-(a, b)-algebre (a droite) graduee. 

Si on pose [a,/3] = aO/3-(-l) (|a|+f>)(l/3|+b) /?Oa et a./3 = aA/H(-l) (|a|+a)(l/3|+a) /?Aa, 
on obtient que (A, ., [ , ]) est une (a, 6)-algebre. On aura aussi les deux relations suivantes : 

a A [/?, 7] = 

[a, f3 A 7] = [a, /3] A 7. 

Exemple5.2. A1AAC21I ) 

t/ne algebre pre-Gerstenhaber a droite graduee est un triplet (Q, A, 0) tel que : 

- (Q, A) est une algebre de Zlnblel a droite graduee, | A | = 0. 

- ((?[!], 0) est une algebre pre-Lle a droite graduee, |0| = —1- 
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- On impose les relations de compatibility suivantes entre X et : 

a X (/30t) = (-l)^l- 1 )dTl- 1 )a X ( 7 0/3) 

aO{/3 A 7) = (aO/3) ^7 

(aO/3) A 7 = (-l)^!- 1 ^!^ X 7 )0/?. 

Dans ce cas, (£/,.,[, ]) est wne algebre de Gerstenhaber. 

Exemple 5.3. 

C/ne algebre pre-Poisson a droite graduee est un triplet (V, X, 0) tel que : 

- (V, X) est une algebre de Zinbiel a droite graduee, \ X \ — 0. 

- (V, 0) est une algebre pre-Lie a droite graduee, |0| = 0. 

- On impose les relations de compatibility suivantes entre X et () : 

a X (/307) = (-1) M|7| «A ( 7 0/3) 
a0((3 X 7) = (a0/3) A 7 
(a0/3) A 7 = (-l) l/3|l7l (a A 7)0/3. 
Dans ce cas, (V, ., [ , ]) est wne algebre de Poisson graduee. 
Exemple 5.4. 

Soit A Vespace des formes differentielles sur une variete M. On peut munir A de la 
graduation : \a\ = 2k + 3, si a est un k-forme. L'espace A est stable par le produit 
exterieur A. Si a et (3 sont deux formes differentielles de A, on definit : 

a X (3 = jij-a: A d(3 et a()f3 = a A (3. 

Alors, on verifie que \ X \ — — 1 et |0| = —3. 
Pour a, (3 et 7 dans A, on verifie aussi que : 

(a X [3) X 7 = a X ((3 X 7) + (-l^M-WW- 1 ) a A (7 A (3), 

et 

(a0/3)07 - «0(/K>7) = (-l)^" 3 )^- 3 ) ((«<>7)0/3 - «0(7<>/3)) ■ 
Les relations de compatibilites entre X et sont aussi verifiees : 

a X (£07) = (-l)^l- 3 )(W- 3 )a A ( 7 0/9) 
a<}(/3 A 7) = (a<)(3) X 7 

(a<)/3) A 7 = (-l)^l- 3 )(W" 1 )(a A 7 )0£. 
Ams/, (.A, A, o) est Wen jme pre-{— 1, —3)-algebre. 
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6. L'ALGEBRE PRE-LlE DIFFERENTIELLE (H[a - b - 1] , R' 2 , D) 

Soft (A, X, 0) une pre-(a, 6)-algebre. Puisque X est une loi pre-commutative, on lui a 
associe une cogebre de Leibniz codifferentielle (H, S, D). Dans cette section, on montre 
que H[a — b — 1] est aussi muni d'une structure d'algebre pre-Lie differentielle. 

Pour cela, comme ci-dessus, on utilise un decalage de degre. On considere l'espace 
A[—a + 1] muni de la graduation dg(a) = \a\ +a — 1 que Ton note simplement par a. Sur 
A[— a + 1], le produit X n'est plus de Zinbiel et le produit n'est pas pre-Lie. On construit, 
done, un nouveau produit A sur A[— a + 1] = A[— a][l] de degre 1 defini par : 

a A /3 = (-l) La al^, 

et un nouveau produit o sur A[— a + 1] = A[— b] [b — a + 1] de degre b — a + 1 defini par : 

ao/3= (-lf- a+1 ^ a aOP- 

Les produits A et o verifient : 

(-l) a (a A f3) A 7 = -a A (f3 A 7) + (-l)^a A (7 A /?) 

(ao/?)o 7 -(-l)( 6 - a+1 )( a+1 ) a o(/?o 7 ) = (-l)^ +6 - a+1 ((ao7)o/3-(-l)( b - a+1 )( Q+1 )ao( 7 o/?)). 

a A ([3 o 7) = {-l)^ +h - a+l a A (7 o p) 

a o (p A 7) = {-l) a+b - a+1 {a o /3) A 7 

(a o /?) A 7 = (-l)^ 6 " * 1 ^ A 7) o £. 
Definissons maintenant les produits m 2 et £ en posant : 

m 2 (a, (3) = (-l) l - a a.(3 = a A f3 - (-l) a/3 /3 A a 

et £(a, (3) = (-lf- a+1) - a [a, (3] = ao[3- p a . 

On aura aussi les deux relations suivantes : 

a A £(P, 7) = 

/5 A 7) = (-l) Q+6 - a+1 £(a, /3) A 7. 

De plus, m 2 et £ verifient : 

m 2 (a,f3) = -(-l)^m 2 (P,a) 

e(a,f3) = -(-l) b - a+1 (-ir?e((3,a) 

(-irU(£(a, 0), 7) + (-l^W, 7), a) + (-1)^(7, a), /3) = 

*(a, m 2 (/3, 7)) = (-l) a+b - a+1 m 2 (e(a, /?), 7) + (-l) (a+6 - a+1)(/3+1) m 2 (A £(a, 7)) 
On considere comme precedemment l'espace 

n 

n = ( ® ^[" a + X = T+ (^(-« + !]) 

n>l 
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et pour X = a,\ g • • • g a n 6 le degre dg(X) = ot\ H ha n note simplement par x. 

On prolonge A a "H en D de telle facon que (H, 5, D) soit une cogebre de Leibniz 
codifferentielle. Ce prolongement est donne par : 

D(ai g> • • ■ <g> a n ) = («i A a 2 ) <8> «3 <8> ■ • • g a n + 

n-l 

+ ^(-l) E « fc g • • • g m 2 (a fc , a fc+ i) g • • • g a n . 

k=2 

On prolonge apres o a H en i? 2 . Si X = «i g> ... g> a p et Y = g ... g a p+q sont 
deux elements de H, ce prolongement est donne par : 

R 2 (X,Y) = 

= (aiOQfp+i) ® ^ £ a ((j- 1 )(-l) (Q;2+ - +Q! ^^ +1 a cr - 1(2) g . . .^i • • • g a^-i^) 
+ e a (cr- 1 )(-l)( afc + 1+ '" +a ^^+ 1 (-l)( 6 - a+1 )^< fe ^ ai ® a 2 ® ■ ■ ■ ® a fc _ l( g) 

2<fe<p 

g £(a fc ,a p+ i) g a^-i^+i) g . . • • • g a^-i^+q). 

On considere, maintenant, l'espace "H [a — b — 1] muni de la graduation dg'(X) = 
dg(X) — a + b + 1 note simplement par a/ pour X e "H[a — 6 — 1]. On pose i? 2 (X, ^) = 
(_l)(a-&-i)*'W# 2 (x, Y). Mors, le produit # 2 est de degre dans H[a - b - 1] et la 
differentielle D reste de degre 1 . Et on a 

Theoreme 6.1. 

Le triplet (7i[a — b — 1], R' 2 , D) est une algebre pre-Lie differentielle graduee. 
Demonstration. 

La demonstration de ce theoreme reprend celle du theoreme de flA] pour les (a, b)- 
algebres : les choix de signes sont ceux de [AJ et les prolongements sont ceux des al- 
gebres pre-Gerstenhaber HAAC2I . Dans la preuve, plusieurs cas apparaissent. Par exemple, 
prouvons la relation (*) suivante : 

R' 2 {R' 2 (X, Y), Z)-R' 2 {X, R' 2 (Y, Z))-(-l)^(# 2 (# 2 (X, Z), Y) -R' 2 (X, R' 2 (Z, Y)Jj = 0. 
Soient 

X = ai g • • • g a p , 
Y = a p+1 g • • • g a p+q 
Z = a p+q+1 g • • • g a p+q+r 

trois elements de H[a — b — 1]. 

Dans la relation (*), il apparait 4 types de termes : 
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1. Dans (*), il apparait des termes avec deux o : 

(a 1 oa p+1 )oa p+q+1 , aio(a p+1 oa p+9+1 ), (a 1 oa p + q+1 )oai p+1 , ai<>(a p+q+1 oa p+1 ). 

Ces termes apparaissent sous la forme ±terme <g> a a -i( 2 ) <8> • • • a cr - 1 (p+q+r) ou a est 
un shuffle de {1, . . . ,p + q + r} \ + l,p + q + 1} : a e Sh p -\^ q -\^ r -\. Plus 
precisement, on pose : 

et 

= aw (2) ® • • • p+i • • • p+g+i • ■ ■ <8> a CT -i(p +9+r ). 
La contribution des termes correspondants est C <g> (e a A a ) avec : 

C = ((^ o a p+1 ) o a p+9+1 - (_l)(*-o+i)(°i+i) ai o ( Qp+1 o a p+q+1 ) 

_ { _ 1)ap+1 * p+q+1+b -a+l ^ ftp+i _ ( _ 1)( 6-a+l)(a 1+ l) ai Qp+1 ))) . 

Ces termes se simplifient grace a la relation verifiee par o. 

2. Dans (*), il apparait des termes avec un double crochet £ ou un o dans un crochet : 

£(£(a k ,a p+ i),a p+q+1 ), £(a k , a p+1 oa p+q+1 ) , £(£(a k ,a p+q+1 ),a p+1 ), £(a k , a p+q+1 oa p+1 ) . 

Ces termes apparaissent pour 1 < k < p sous la forme 

± (ai <S> ■ • • <S> <g> terme <8> ev-i^+i) <g) . . . • -p+^+i •••<£> a CT -i( P +g+r) 

= ± ® terme ® -B^. 

ou <t est dans S7i p _ fci? _i i7 ._i agissant sur {/c + 1, . . . ,p + g + r} \ {p + l,p + g + 1}. 
On obtient done les termes (-l) ( - a - b -^ y ' e a (a)A k ® C ® B a avec : 

C = £(£(a k , a p+1 ), a p+q+l ) - (-l)^ +1 ^ b - a+1 k(a k , a p+l o a p+q+l ) 
- (-l)«pH« P+ , + .^-»+i^ Wafc)ap+9+l))%1 ) _ (-l)^+W-«+Ve(a k ,a p+q+1 <>a p+1 )) 
= £(£(a k , a p+1 ),a p+q+1 ) - (-l)^ +1 ^ b - a+1 k(a k , £(a p+1 , a p+q+1 )) 

_ (_l)«P + i«H-, + i+6-o+l £ ^( afc> a p+q+1 ), ap+l) 

= 0. 

3. Dans (*), il apparait des termes de la forme 

• • -<S>£(a k , a p+1 )<S>- • -<g)£(a e , a p+q+1 )<g>- • • , • • -®£{a^ a p+q+1 )®- ■ -<g)£(a k , a p+1 )<g>- ■ ■ . 
Plus precisement : 

- Dans R' 2 {R' 2 {X, Y),Z), pour tout k G {2, . . . ,p}, les termes qui apparaissent 
sont : 

(1.1) : • • • ® £(a k , a p+ i) ® • • • <g) £(a e , a p+q+ i) (g) • • • , avec k < £ < p, 

(1.2) : • • • <g> £(a k , a p+1 ) <£>■■■<%> £(a e , a p+q+1 ) <£>■■-, avec p+l<£<p + q, 



LES PRE-(a, 6)-ALGEBRES 19 



(1.3) : 


• • • <g £(oL(, Ctv+a+l) 


(g • • • <g £(a k , a v +i) 


(g • • • , avec 1 < £ < k. 


- Dans 


R 2 (X,R 2 (Y,Z)), 


pour tout k E {2, . 


. . ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(2.1) : 


■ ■ ■ <g> £(a k ,a p+1 ) <g 


• • • <g £(a e , a p+q+1 ) 


(g • • • , avec p + l<£<p + q. 


- Dans 


R' 2 (R' 2 (X,Z),Y), 


pour tout k E {2, . 


. . ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(3.1) : 


■ ■ ■ <g £(a k , a p+q+1 ) 


<g • • • <g £(ae, ctp+i) 


(g • • • , avec k < £ < p, 


(3.2) : 


■ ■ -®£{a k ,a p+q+1 )®- ■ -®£{a^a p+1 )® 


• • ■ , avec p + g+ l<£<p + g + r, 


(3.3) : 


■ • • <g £(a e , a p+1 ) <g 


•••(g) £(a k , a p+q+1 ) 


(g • • • , avec 1 < £ < k. 


- Dans 


R' 2 (X,R' 2 (Z,Y)), 


pour tout k G {2, . 


. . ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(4.1) : 


■ ■ -®£(a k ,a p+q+1 ) 


g- • -<g>£(ae, a p+ i)<g 


• • • , avecp + g+ 1 < £ < p + q + r. 



II est clair que (1.2) - (2.1) = et (3.2) - (4.1) = 0. En utilisant la commutativite 
des battements, on verifie que (1.1) = (3.3) et (1.3) = (3.1). 

4. Enfin, dans (*), il apparait des termes de la forme 



cki o a p+1 <g • • • <g £(a k , a p+q+1 ) <g • • • , a±o a p+q+ i <g • • • <g £(a k , a p+1 ) <g 

Plus precisement, 

- Dans R 2 (R' 2 (X, Y), Z), les termes qui apparaissent sont : 

(1.1) ' : cci o ctp+i (g • • • (g £(a fe , a p+(?+ i) <g • • • , avec 1 < A; < p, 

(1.2) ' : an o a p+ i (g • • • <g £(a fe , <Vh?+i) <g • • • , avec p+l</c<p + g, 

(1.3) ' : «i o « p+9+ i (g • • • <g ^(cifc, ap + i) Cg • • • , avec 1 < k < p. 

- Dans R' 2 (X, R 2 (Y, Z)^j , les termes qui apparaissent sont : 

(2.1)' : «i o a p+1 (g • • • <g £(a fe , a p+g+ i) (g • • • , avec p+l</c<p + g. 

- Dans i?2 (-R^(X, l es termes qui apparaissent sont : 

(3.1) ' : ai o a p+q+1 (g • • • <g £(afc, a p+ i) (g • • • , avec 1 < & < 

(3.2) ' : cti o a p+q+ i (g • • • <g £(a fe , « P +i) <g • • • , avec p + g + 1 + + r, 

(3.3) ' : «i o a p+ i (g • • • <g a p+g+ i) (g • • • , avec 1 < A; < p. 

- Dans i? 2 (X, R' 2 (Z, F)) , les termes qui apparaissent sont : 

(4.1)' : «i o « p+9+ i <g • • • <g £(ci! fc , ctp+i) (g • • • , avec p + g+1 + + r. 
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II est clair que (1.2)' - (2.1)' = et (3.2)' - (4.1)' = 0. En utilisant la commutati- 
vite du produit Shuffle, on verifieque (1.1)' = (3.3)' et (1.3)' = (3.1)'. 

On montre de meme que la differentielle D est une derivation de R' 2 . Pour X = a± <g> 

• • • <g) a p et Y — a p+1 <g> • • • <g> a p+q , on verifie que 

Doi?' 2 (X,y) = R' 2 (D(X),Y) + (-ir'^(x,D(y)) 

□ 

Maintenant, puisque (H[a — b — 1], R' 2 , D) est une algebre pre-Lie differentielle gra- 
duee, on construit alors sa preL^ algebre enveloppante (H[a — b] <g> S(H[a — b]),A, Q). 
Explicitement, dans %[a — b], le degre est deg"(X) = deg(X) — a + b = x", on pose 

I%(X, Y) = (-iy"R' 2 (X, Y) et {"(X, Y) = R' 2 \X, Y) + R»(Y, X). 

On prolonge ensuite a H[a — b] ® «S(?^[a — b]), D et -R 2 ' en m et i? par : 

m(X <g> Xi . . . X n ) = D(X ) <g> X x . . . X n + 

n 

+ i D-'"^ ,-(.,; ).v„ ® /x.y^.y, . . .7. . .x n 

= D(X ) ® Xi . . . X n + (-1)<X ® m"(Xi . . . X n ) 

ou m" est la coderivation donnee comme ci-dessus dans le cas des (a, 6)-algebres. 
De meme, 

n 

R(X ® X 1 . . . X n ) = ^ £ x n ^ x . Zl.'^lxn ) ^2(^0, -^j) <S> Xi . . .i . . . X n + 

i=i 

+ ( — l)^ ^ ^x"(yX, Xj 7i.'.'* i l" j ...X n ^X (g) ^(^l -^J')-^1 ■ • • « • • • j • • • X U 

i<j 

n 

= ^ £x" ( x t Vl'.'^lxn ) ^2(^0, -Xj) ® Xl . . . i . . . X n 

1=1 

+ (-l)<X ®f / (X 1 ...X n ), 

ou est la coderivation donnee comme ci-dessus dans le cas des (a, 6)-algebres. 

Si on pose Q = (m + i?), alors Q est une coderivation de A verifiant deg"(Q) = 1 et 
Q 2 = 0. 

Ainsi on obtient que (H[a-b]®S(H[a-b]),A,Q = m + R^j est une cogebre permu- 
tative codifferentielle, c'est a dire, une preL^ algebre. 

II reste a construire sur cette preL^ algebre le coproduit k qui fera de % [a— b] <g) S(H [a— b] ) 
une cogebre de Leibniz. C'est le but de la section suivante. 
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D'abord, on a vu que (H, S) est une cogebre de Leibniz. On rappelle que : 

S(X) = 6(x! <8 • • • <g) x n ) = ^ (xi <8) • • • ®x k ) ^fJ, n -k(xk+i <E> • • • ® x„). 

l<fc<n-l 

On note simplement le coproduit 5 : 

6(X) = U®iiV. 

u®v=x 

On se place maintenant dans H[a — b], le coproduit 5 symetrise sera note k. 

Definition 7.1. 

5i<r "H[a — b], on definit le cocrochet suivant : 

k(X ) = J2 (-l) (a ^ K (Uq (g) fiV + (-l)« +a - 6+ V^o C/o) 

Ce cocrochet k se prolonge en un coproduit, toujours note n, de degre a — b, defini sur 
U[a-b}® S(H[a-b])par : 

k(X ®X 1 ...X n )= (-l) (a ~ b)< x (s x „ ( ZZfvoxZ ) U ® Xj (g) ^H.Xj 

f7o®v =-Xo 

/UJ={l,...,n} 

+ (-l) a - 6+1 £^ ( ~W^)^Vb ® Xj (g) /7 .X 7 ) + (-l)( a - 6 )<X <g> 

ow 5" est le cocrochet sur S + (H [a — b] ), defini comme dans la section sur les (a, b) -algebres 
par : 

5"(X 1 ...X n )= Yl (-1)^<>- 6 X J2 (-l) (a_6K x 

l<s<n U„®V S =X S 
/UJ={l,...,n}\{s} C/ s ,V s ^0 

x ( ) Xi-Us (g) /^.X, + {-l) a ' h+l e xll ( ) X/./xV, (g) Z7 s .Xj) . 

Maintenant k est un coproduit de degre a — b qui, en un certain sens, prolonge le copro- 
duit de Leibniz 5, de degre 0, defini sur H. En fait, on peut dire que (H [a—b] ®S(H [a—b] , k) 
est une cogebre de Leibniz, en tenant compte de ce decalage de degre. C'est a dire : 

Proposition 7.2. 

Le coproduit k verifie : 

(-l) a ~ b (id ® k) o k = (n®id + t% 3 o (k (g) id)) o «. 
D'une part, on a 
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(-l) a '\id (g)K)o K(X <g> X!...X n ) = 

= (id ® k) ( ^ x (e x „ ( ~o"" ) C/ ® ^/ (g) fJ.V .Xj+ 

U ®V =X 
IUJ={l,...,n} 

+ (-i) a - 6+1 ^» ( ) ® xj (g) c/o.xj) 

+ (_l)M+iK Jo0 ^ Xi _ ln) j 
= {-l) {a ~ h){ < +1) x (e*,, ( ZX^tj )Uo®X I §§ 5"(»V .Xj)+ 

Uo®Vo=X 
IUJ={l,...,n} 

+ {-lf-^ £xll ( ~o"" )^ ® X, (g) <5"(<7 -X 7 )) 

+ (_i)(-wWx <g) (id <g> 5") o 8"(X l ...X n ) 
= (1.1) + (1.2), 

ou (1,2) est le dernier terme, en X <g) 5" o (id ® 5"). 
D' autre part, on a 

(/c <g) id) o k(X ®X 1 ... X n ) = 

= (k ® id) ( J] (_1)(«->K x ( £x „ ( ) C/ <S) X 7 /iV .Xj 

E/o®Vb=Xo 
/UJ={l,...,ra} 

+ (-l) a ~ b+l e x „ ( ~«o"" )^o ® Xj (g) C/o-X,) + (-l)( a -^o Xo ® . . . X n )) 
= ]T (_1)<->K x (e x „ ( ~o"" ) «(0b ® Xj) (g) ^ X J+ 

C/o®Vo=Xo 
IUJ={l,...,n} 

+ (-l)-^ 1 ^,, ( ) K(fiV ® X,) (g) C/ jg) + 

+ (_i)(«-fK «(x ) ® 8"{X l ...X n ) + (-lY a - b ^X ® {5" ® id) o 8"{X l ...X n ) 
= (2.1) + (2.2), 

ou (2, 2) est le dernier terme, en X ® (5" ® id) o 5". 
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Et on a aussi : 

T 23 ° i K ® id) o k(Xq ® Xi . . . X n ) = 

= r 23 ( E (-l) (a - b)< x (e x „ ( ) ® Xj) (g) /iV 

t/ ®Vo=Xo 

IUJ={l,...,n} 

+ {-l) a - b+1 e xll ( ) k(hV g> Xj) (g) U .Xj^ + 

+ (_i)(°-*K' K (x ) <8) 8"{X 1 . . . X n )) + (-1)^<X <g) < 3 o (5" ® id) o 5"(X 1 . . . X n ) 
= (3.1) + (3.2), 

ou (3.2) est le terme en X <8> t% 3 o (5" <g> id) o 5". 

L'identite de coJacobi est verifiee par 5" : elle se montre comme pour les (a, 6)-algebres 
(El), done (1.2) = (2.2) + (3.2). 

Dans tous les termes restants, l'element X a ete coupe au moins une fois. Ces termes 
correspondent done au cas ou on coupe deux fois X par k et au cas ou on coupe une 
fois X et une fois un des X t (t > 0) par k. On verifie comme dans HAAC2M que (1.1) = 
(2.1) + (3.1). □ 

En fait, les coproduits de Leibniz k et permutatif A ont des proprietes de compatibilites, 
ce qui fait de (H[a — b] <8> S(H[a — b}), A, k) une bicogebre au sens de Loday dlL2lO . 

Proposition 7.3. 

Les coproduits A et k verifient les relations de compatibilite suivantes : 

(1) : (id (8) k) o A = (-l) a ~ b+1 r 23 o (id ®k)oA, 

(2) : (id <8> A) o « = (k <8> id) o A + r 23 o (k <g> id) o A, 

(3) : (A <g> id) o k = (id 8> k) o A + r 2 3 o (k <g> id) o A. 

Demonstration. 

(1) On rappelle que : 

A(X ®X 1 ...X n ) = X (g)X 1 ...X n + X ® A'(X X . ..X n ). 

ou A'(Xi . . . X n ) est le coproduit defini sur la cogebre cocommutative S + (H[a — b]). On 
a done : 

(id® k) o A{X ® X x . . .X n ) = (x ®<J" + *o® (id®5") o A')(Xi...X n ) 
D' autre part, 

t 23 o (id ® /c) o A(X ® Xi . . . X„) = 

= (*o < 3 O 5" + X (g) (2d 8) < 3 O 5") O A') (*!... X n ) 

Comme o 5" = (-l) a - 6+1 5". Ainsi, r£ 3 o (id ® k) o A = (-l) a - fe+1 (id <8> «) o A. 
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(2) D'une part, on a : 

(id <g> A) o n(X <g> Xi . . . X n ) = 

= (id (g) A) ( ^ (_i)(«->K ( £x „ ( Z% X vY*j )U ®X T (g) fiV .X J+ 



U ®V =X 
IUJ={l,...,n} 



+ (-l) a - 6+1 ^» ( ",° IVuox? ) //V^o <8> Xj (g) C/o.X,) + (-l)( a - fe H'X <g> 8"{X l . . . X n )) 



C/o®Vb=X 
/UJU/^={l,...,n};/sT^0 



+ ( £ 7X ) ® X, X* Xj) + 

+ {-l) a - b+1 S x „ ( Cx^xfuK ) ( uo° x/ U x^ ) AtVb ® Xj f/o.1; X^ + 

+ £x" ( *k u % ) A*Vb ® X 7 X^ [/„.!/) } + 
+ (_i)MWi (g, (id ® A') o «J"(Xi . . . X n ) 
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4) + (1.5). 
D' autre part, on a : 

(k ® id) o A(X ® Xi . . . X n ) = {k® id) (X X 1 . . . X n + X ® A'(Xx . . . X n )) 

= ^ (_l)(a-6)«o : 



X 

Uo®V =X 



X 



( (^o »V X x . . . X n + (-l)-* 1 ^,, ( «° £ ) U Xi . . . X n ) 

+ ( « °x° S u /// K ) C^o ® Xj ^ .Ij X K + 

IUJUK={l,...,n} 
IUK^,J^% 

+ (-l) a " 6+1 ^ ( £™ ) A*Vb ® Xj [/ .I; X K ) + 

+ (-l) (a - 6)a; oXo ® (5" ® id) o A'(X X . . . X n ) 
= ^ (_i)(«-6K £ e^(n o n ^o 1 x-;X)^o®X / / x\/ o X J 0X^+ 

C/ (g)Vb=Xo /UJUE'={l,...,n} 

A"^0 

+ {-l) a - b+1 e x „ ( CZ/no 1 ^^ ) fiV ® Xj /70.X, X^+ 

+ (-l) (a " 6)a; oXo ® {5" ® id) o A'(Xx . . . X n ) 
= (2.1) + (2.2) + (2.3). 
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De meme, 

o (« (g> id) o A(X ® Xi . . . X n ) = 

C/o®Vb=Xo 

x ^ £x» ( ATx^ ) e*» ( *4 ) U ® (g) X K (g) /iK,.Xj+ 

JUJUA"={l,...,n} 

+ ( — l) a b+l E x ii ( Z°x° ua'i'i X x K ( XK^utyxi ) A*Vo £8> Xj (g) Xft- (g) Uq.Xj+ 

+ (-l) (a - 6) <X (8) r^ 3 o (8" ® id) o A'(Xt . . . X„) 
= (3.1) + (3.2) + (3.3). 

On verifie que (1.5) = (2.3) + (3.3), grace a l'identite de coLeibniz entre A' et 5", etablie 
comme dans flX]. De meme, (1.1) = (2.1), (1.3) = (3.1), (1.2) = (2.2) et (1.4) = (3.2). 

(3) Cette relation se demontre comme la relation precedente (2). □ 
On a ainsi muni l'espace H[a — b] <g> S(T-L[a — b}) d'une structure de bicogebre permu- 
tative et de Leibniz. On note cette bicogebre (?i[a — b] <g) S(%[a — b]), A, 

8. Pre- (a, 6)-algebre a homotopie pres 

On va montrer que les coderivations m et R de A, obtenues a partir des lois de A, sont 
aussi des coderivations du coproduit k. Par consequent m + R est une codifferentielle a la 
fois pour A et pour k. On posera done : 

Definition 8.1. 

Une pre-(a, b)-algebre a homotopie pres ou pre-(a, b)^ algebre est, pour le meme ope- 
rateur Q, une cogebre permutative codifferentielle (C,A,Q) et une cogebre de Leibniz 
codifferentielle (C, n, Q) telle que les deux coproduits A et k satisfassent les relations de 
compatibilites suivantes : 

{id <g> k) o A = (-l) a ~ b+1 T2 3 ° {id ® k) o A, 

(id ® A) o k = (k g) id) o A + t^ 3 o (k <g) id) o A, 

(A <g) id) o k — (id ® k) o A + o (k <g> id) o A. 

Proposition 8.2. 

Soit A une pre-(a, b)-algebre. Sur la bicogebre (H[a — b] <g> 5'('H[a — 6]), A, k), Vope- 
rateur de degre 1 de carre nul Q = m + R est une coderivation du coproduit k, e'est a 
dire : (Q ® id + id ® Q) o k = (-l) a - b n o Q. 
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Demonstration. 

LMontronsd'abordquemestunecoderivationdeK: (m®id+id®m)oK, = (—l) a ~ b nom. 
On rappelle que : 



K (X ® . . . X n ) = (-l) (a ~ b)< x [e x , 

) fiV ® Xj (g) + (-l)t s4 «I ® . . . X n ) 



r/o®Vo=x 

JUJ={l,...,n} 



i \ 1 ) t x" \ v Xj u Xl 



et 



m(X ®X 1 ...X n ) = D(X ) ®X 1 ...X n + (-1)*°X <g> m'(Xi . . . X n ), 



ou on a note m! la codifferentielle m de A' et 5" dans S' + ('H[a — b]). 

En developpant, on trouve alors lOtermes dans (m®id+id®m)oK etdans (— l) a ~ b Kom. 

- D'une part (m® id + id® m) o k(X ® X 1 . . . X n ) s'ecrit 



uo^oa;i...a; n 

«o X/ Vo Xj 



X 



7UJ={l,...,n} 



x (d(U ) ® Xj (g) ^q.Xj + (-1)< C/ <E> m'(Xj) (g) /^ .Xj) + 

+ (_l)(a-W ( _ ir Hl £i „ ( ) x 

x (d(F ) ® Xj® U Xj + (-l)^'^o ® m'(Xj) (g) C/ -^/) + 

(a-bX+^'+uJ'^ ( ~...zn ) [/ X 7 (g) D(//V ).Xj+ 
(a- feK+ ,» + <+,» ^ ( ^--n ) ^ Xl (9) / x\/ .m'(X J ) + 



+ 




+ 




+ 




+ 




+ 




+ 





(a- 6K+ x»KK(_i)-w £j „ ( ) ^ ® Xj (g) EW(*j)+ 

(«- b K'D(X )®5 // (X 1 ...X n )+ 
t'-WXo (g)K ®id + id® rri) o 8"{X 1 ...X n ) 
= (1.1) + ... + (1.10). 

- De meme, puisque fj,D(V ) = D(/jV ), et si X = [7 ® V , 

D(X ) = D(U ) ®V + {-1)<U Q ® D(V ) = U' Q ®V Q + (-1)<U ® Vq, 

et comme m\X I .X J ) = m , (X I ).X J + (-l) x ?X J .m , (X J ) = X^.Xj ± X 7 .X j5 alors on 
developpe (— l) a ~ b K o m(X ® Xi . . . X n ) en : 
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l/o®Vb=X 
/UJ={l,...,n} 

+ (-i)^("o)"(-i) a - fe+1 ^ ^o® ^® w+ 

+ (-iy- b+1 e x „ ( ) »v> ® (g) [/ .x /+ 

+ (-l)( a - fe H'+< £x „ ( ) [/ g, m '(x 7 ) (g) »V .X J+ 

+ (-l)^<-K(_i)-*+i eaiW (^V,]) /rifc (gi X J (g)[/ .m'(X / )+ 

+ (-i)(-^o+^'^o^ ( ™- o - ) [/ g, Xj (g) ^ O .m'po)+ 

+ ( _ 1)(a -6 H ' + <w ' ( _ ir -6 + i £a;// (~ u -j;)^ g, m / (Xj ) (g) C/ .x/) 

+ (-l) a - b (-l) (a - 6)(x o +1) D(X ) (8) . . . X n ) 

+ (-l)« 4 (-l)( a4+1 «I (g) 5" o m^Xi . . . X n ) 

= (2.1) + ••• + (2.10). 

On a immediatement (1.10) = (2.10) car on sait que m! est une coderivation de 5" 
(comme dans flAl). On a aussi immediatement (1.9) = (2.9). Les autres termes se simpli- 
fient deux a deux suivant : 

(1.1) = (2.1), (1.2) = (2.5), (1.3) = (2.4), (1.4) = (2.8), 
(1.5) = (2.3), (1.6) = (2.7), (1.7) = (2.2), (1.8) = (2.6). 

2. Larelation (R®id + id®R) ok = (— l) a ~ b no R se demontre comme dans HAAC2L □ 

Theoreme 8.3. 

Soit (A, X, 0) une pre-(a, b)-algebre, notons ri = T + (A[— a + 1]), A, k les coproduits 
et Q = m + R, la coderivation definis ci-dessus surl-L[a — b}® S + (ri[a — b]), alors 

(U[a - i>] <g> S(H[a - b]),A, k, q) 

est une pre-(a, b)^ algebre, appelee la pre-(a, b)-algebre a homotopie pres enveloppante 
de (A, A,0). 
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